Statistica
Capitolo 8

Problemi di Stima
Su una Singola Popolazione



!i Obiettivi del Capitolo

Dopo aver completato il capitolo, sarete
In grado di:

= Distinguere una stima puntuale da un intervallo di
confidenza

= Costruire ed interpretare un intervallo di confidenza
per la media di una singola popolazione usando sia
Z che t

* Formare ed interpretare un intervallo di confidenza
per la proporzione di una singola popolazione
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_!I Intervalli di Confidenza

Contenuto di questo capitolo

= [ntervalli di confidenza per la Media della

Popolazione, J

= guando la varianza della popolazione 2 € nota
= guando la varianza della popolazione ¢ non € nota

= [ntervalli di confidenza per la Proporzione
della Popolazione, p (grandi campioni)
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_ﬂ Definizioni

= Uno stimatore di una parametro della
popolazione e

= una variabile aleatoria che dipende dalla
iInformazione contenuta nel campione . . .

= il cui valore fornisce un’approssimazione del valore
sconosciuto del parametro

= Uno specifico valore della variabile aleatoria
viene chiamaro stima puntuale
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_ll Stima Puntuale e per Intervallo

= Una stima puntuale e un unico valore,

= Un intervallo di confidenza fornisce ulteriori
Informazioni circa la variabilita

D Se——

Limite Inferiore I Limite Superiore
Intervallo di _ Intervallo di
Stima Puntuale Confidenza

Confidenza

Ampiezza Intervallo di
Confidenza
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!i Stimatori Puntuall

Possiamo stimare |l parametro|
della popolazione ...

con una Statistica
Campionaria
(Stimatore Puntuale)

Media M

X

Proporzione o

5
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_&I Non distorsione

= Uno stimatore puntale 9 viene definito
stimatore non distorto per il parametro @ se |l
suo valore atteso, o media, e 6,

E() =0

= Esempi:
= La media campionaria e uno stimatore non distorto per p
= La varianza campionaria & uno stimatore non distorto per o2
= |La proporzione campionaria € uno stimatore non distorto per p
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_II Non distorsione

(continuazione)

A e N

= ¢, & uno stimatore non distorto, > & distorto:

S
D>
N

Db = — -
AP
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_!I Distorsione

= Sia # uno stimatore per 6

= | a distorsione di é e definita come la differenza
tra la sua media e @

D(6) = E(0) -0

= La distorsione di uno stimatore non distorto e O
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_&i Non distorsione asintotica

= Sia # uno stimatore per 6

= § e uno stimatore asintoticamente non distorto
per 6 se la differenza tra il valore attes@ di
e @ diminuisce al crescere dell'ampiezza del
campione

= La non distorsione asintotica e una proprieta
desiderata quando non SsI possono ofttenere
stimatori non distorti
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_*i ~ Efficienza

Supponiamo esistano diversi stimatori non distorti per 6
= Lo stimatore piu efficiente per 6 e lo stimatore non distorto
con la varianza piu piccola

= Siano 9 e @ due stimatori non distorti per 6, basati sullo
stesso numero di osservazioni campionarie. Allora,

= ¢, & piu efficiente di 0,se Var(6,) < Var(6,)

= | 'efficienza relativa di él rispetto a éz e il rapporto tra le
loro varianze: _
Var(6,)

Var(6,)

Efficienza Relativa =
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_l| Intervalli di Confidenza

= Quanta iIncertezza e associata ad una stima
puntuale di un parametro della popolazione?

= Rispetto ad una stima puntuale, una stima per
iIntervallo fornisce maggiori informazioni sulla
caratteristica della popolazione oggetto di studio

= Tali stime per intervallo sono chiamate intervalli di
confidenza
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N Intervallo di Confidenza

= Un intervallo fornisce una serie di valort:

= Prende In considerazione la variazione nel
valore della statistica da campione a
campione

= Basato sulle osservazioni del campione

= Fornisce Informazioni sulla vicinanza al
parametro sconosciuto della popolazione

= Espresso in termini di livello di confidenza

Non e possibile essere confidenti al 100%

Cap 8-13



Intervallo di Confidenza
_&I e Livello di Confidenza

» SeP(A<#<B)=1-aalloralintervalloda A a

B viene definito intervallo di confidenza a livello
100(1 - a0)% per 6.

= La quantita (1 - o) viene definita livello di
confidenza dell'intervallo (¢ compresotraO e 1)

= Se si estraggono ripetutamente piu campioni dalla
popolazione, il vero valore del parametro 8 sara
contenuto nel 100(1 - a)% degli intervalli determinati in
guesto modo.

= L'intervallo di confidenza calcolato in questo modo
viene indicato come A < < B con livello di confidenza
100(1 - a)%
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Processo di Stima

4 N

Sono
confidente al
95% che p sia
fra 40 e 60.

H/ /

Popolazione

(media, M,
non nota)
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N Livello di Confidenza, (1-a)

(continuazione)

= Assumiamo Il livello di confidenza = 95%,

anche scritto come (1 - o) = 0.95

= Interpretazione basata sulla frequenza

relativa:
= Se si estraggono ripetutamente piu campioni, il
95% degli intervalli di confidenza che possono
essere costruiti  conterra il vero valore
sconosciuto del parametro
= Uno specifico intervallo conterra o non
conterra il vero valore del parametro

= La probabilita non e coinvolta in uno specifico
intervallo
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_ll Formula Generale

» La formula generale per tutti gli intervalli
di confidenza e:

Stima Puntuale + (Fattore di Affidabilita)(Errore Standard
dello Stimatore)

= || valore del fattore di affidabilita dipende
dal livello di confidenza desiderato
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R |

Intervalli di Confidenza

Intervalli di
Confidenza
Media della
Popolazione
o2 nota o2 non nota

Proporzione
della
Popolazione
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(0% nota)

= Assunzioni

= Varianza della popolazione 62 € nota
= Popolazione ha distribuzione normale

= Se la popolazione non ha distribuzione normale, si devono

utilizzare grandi campioni

Intervallo di Confidenza:

_ 0) _
XK=Lyp—= < L < X+Z,,

Jn

0)

Jn

Intervallo di Confidenza per p

8

(dove z_, € il valore critico della distribuzione normale standard che

lascia nella coda destra una probabilita pari ad o/2)
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_ll Margine di Errore

= | ’Intervallo di confidenza

_ 0) —
X_Z“/z—n < U< X+2Z

o
a/2 ﬁ

pud anche essere scritto come X +ME
dove ME e noto come margine di errore

M

@)
E:Za/2ﬁ

= |'ampiezza dell’'intervallo, w, e uguale al doppio del
margine di errore
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_!I Ridurre il Margine di Errore

ME =2

0]
/2 ﬁ

Il margine di errore puo essere ridotto se

= |La deviazione standard della popolazione puo essere
ridotta (o))

= La dimensione del campione aumenta (nt)

= |l livello di confidenza diminuisce, (1 - ) |
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K.

= Consideriamo un intervallo di confidenza al 95%:

9 025
2

<

>

1-o0=.95

|

|

|

|

|

|

! ol

: —=.025
2

|

Trovare Il Fattore di Affidabilita, z_,

Unita Z:

z=-1.96

Unita X :

Limite Inferiore
Intervallo di
Confidenza

0

Stima Puntuale

z=1.96

Limite Superiore
Intervallo di
Confidenza

= Nella tavola della distribuzione normale standard si trova
Z 905 = 1£1.96
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Livellil Comuni di Confidenza

R

= | Jivelli di confildenza comunemente usati sono
90%, 95% e 99%

. . Coefficiente di
Livello di )
. Confidenza, | Valore Z_,
Confidenza 1
— Ol
80% .80 1.28
90% .90 1.645
95% .95 1.96
98% .98 2.33
999% .99 2.575
99.8% .998 3.08
99.9% .999 3.27
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_!I Intervalli e Livello di Confidenza

Distribuzione della media campionaria

Gli intervalli
vanno da

— 0)
X—72Z—F—=

Jn

XI

Intervalli di Confidenza

100(1-a)%
degli intervalli
costruiti
contengono y;

100(at)% non
lo contengono.

Cap 8-24




k|

Esempio

= Un campione di 11 circuiti, estratti da una

popolazione molto numerosa, con
distribuzione normale, ha una resistenza
media di 2.2 ohm. Sappiamo da test
precedenti che la deviazione standard della
popolazione e 0.35 ohm.

Determinare un intervallo di confidenza al
95% per la vera resistenza medla deIIa
popolazione. e M\ S




_!I Esempio
(continuazione)

= Un campione di 11 circuiti, estratti da una
popolazione molto numerosa, con distribuzione
normale, ha una resistenza media di 2.2 ohm.
Sappiamo da test precedenti che la deviazione

standard della popolazione e 0.35 ohm.

= Soluzione:
_ @)
X+tZ—
Jn
=2.20+1.96 (.35/+/11)
=2.20+.2068

1.9932 < p < 2.4068




_l' Interpretazione

= Siamo confidenti a livello 95% che la vera
resistenza media sia compresa tra 1.9932
e 2.4068 ohm

= Sebbene la vera media possa essere 0
meno Inclusa in guesto intervallo, Il 95%
degli intervalli costruiti con gquesto metodo
conterra il vero valore medio




R |

Intervalli di Confidenza

Intervalli di
Confidenza

Media della
Popolazione

o2 nota o2 non nota

Proporzione
della
Popolazione
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_ll Distribuzione t di Student

= Consideriamo un campione aleatorio di n osservazioni
= con media X e deviazione standard S

= da una popolazione con distribuzione normale di
media

= Allora la variabile

X —

S/ f

ha una distribuzione t di Student con (n - 1) gradi di
liberta

T_

Cap 8-29



Intervallo di Confidenza per p
_ll (0% non nota)

= Se la deviazione standard della

popolazione, o, non e nota, possiamo
sostituirla con la deviazione standard
campionaria, S

= Questo Introduce ulteriore Incertezza,
siccome S varla da campione a
campione

= Quindi usiamo la distribuzione t Invece
della distribuzione normale

Cap 8-30



(0% non nota)

_tl Intervallo di Confidenza per p

(continuazione)

= Assunzioni
= Deviazione stardard della popolazione non e nota
= Popolazione ha distribuzione normale
= Se la popolazione non ha distribuzione normale, Si
devono utilizzare grandi campioni

= Uso della Distribuzione t di Student
= |ntervallo di Confidenza:

X—1 > < pn < X+t >
— tn-l02 \/* n-1,0/2
N Jn

dove t.,., € il valore critico della distribuzione t con n -1 g.d.l.
che lascia nella coda destra una probabilita pari ad a/2:

P(t, >t 1 00) =0/2
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R |

Distribuzione t di Student

_a t e una famiglia di distribuzioni

| valore di t dipende dai gradi di liberta

(g.d.l.)

= Numero di osservazioni che sono libere di variare dopo
che la media e stata calcolata

gdl.=n-1

Cap 8-32



_ll Distribuzione t di Student

Notare: t— Z quando n aumenta

Normale
qandard N,
— t (gdi=13)
forma - campanuiare 6| /7N

sono simmetriche, ma t (gdl = 5)
hanno code ‘piu spesse’

della normale
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Tavole
_t| della distribuzione t di Student

Area Coda Destra

Sila:n=3
gdl | .10 | .05 | .025 gdl=n-1=2
a=.10
1 |3.078({6.314 (12.706 o/2 =.05

1.886|2.920 1 4.303
2 &3

3 1.638<.C;53 3.182 a/2 = .05
I corpg della tavola \ |
contiene i valori t, 0 t
non le probabilita 2.920
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k|

Confronto con i valori di Z

Valori della distribuzione t

Livello di t t t Z
Confidenza (10 gdl) (20qdl) (30 gdl)
.80 1.372 1.325 1.310 1.282
90 1.812 1.725 1.697 1.645
.95 2.228 2.086 2.042 1.960
99 3.169 2.845 2./150 2.576

Notare. t— Z quando n cresce
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Esempio

Un campione casuale din=25haxXx=50e s
8. Determinare un intervallo di confidenza al
95% per J

= g.dl.=n-1=24, allora th-1.02 =124 025 = 2.064

| 'intervallo di confidenza é

_ S _ S
X—=Th1,02 I << X"'tn-l,oc/ZW
50— (2.064)—>— < 1 < 50+ (2.064)——

425 25

46.698 < p < 53.302
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R |

Intervalli di Confidenza

Intervalli di
Confidenza
Media della
Popolazione
o2 nota o2 non nota

Proporzione
della
Popolazione
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Intervallo di Confidenza per la
_!I Proporzione della Popolazione, p

= Una stima per Intervallo per Ila

oroporzione della popolazione (p) puo
essere calcolata aggiungendo un
fattore che tiene conto dell'incertezza

della proporzione campionaria (P)
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oporzione della Popolazione, p

(continuazione)

*i 5 Intervallo di Confidenza per
I

= Ricordiamo che, se il campione e grande, la
distribuzione della proporzione campionaria e
approssimativamente normale, con deviazione

standard 1
. - \/p( - D)
N

= | a deviazione standard verra stimata con i dati

campionari:
\/ p(1- p)
n
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N Limiti dell’'Intervallo di Confidenza

= | limiti superiore ed Inferiore dell'intervallo di
confidenza per la proporzione della popolazione
sono calcolati usando la seguente formula:

Y ) Y
_Za/z\/p( " ) < pP< p"‘za/z\/p( P)

g®),

N

= dove
=z, € il valore della distribuzione normale corrispondente al livello di
confidenza desiderato
= D & laproporzione campionaria
= n e ladimensione del campione
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!i Esempio
= [n un campione casuale di 100 individul

verifichiamo che 25 sono mancini.

= Determinare un intervallo di confidenza
al 95% per la vera proporzione di

mancini
-
e

/s
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” Esempio

- — (continuazione)

= In un campione casuale di 100 individui
verifichamo che 25 sono mancini.
Determinare un intervallo di confidenza al

95% per la vera proporzione di mancini.

Y ) 517
_Za/z\/p( " P) < P < p"‘za/z\/p( P)

p
N
§—1.96\/'25('75) <p< §+1.96\/'25('75)
100 100 100 100

0.1651 < p < 0.3349 /8,



_l' Interpretazione

= Slamo confidenti al 95% che la vera
percentuale di mancini nella popolazione sia
compresa tra

16.51% e 33.49%

= Sebbene lintervallo da 0.1651 a 0.3349
possa contenere o non contenere la vera
proporzione, 95% degli intervalli costruiti con
guesto metodo, con campioni di dimensione
100, conterranno 1l vero valore della

proporzione di mancini. /E‘}

Ve
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Data Preparation

Descripkive Skakistics

Decision-Making
Probability & Prab, Distributions

Sampling
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Confidence Intervals

Sample Size

One-Sample Tests
Twio-Sample Tests

Mulkiple-Sample Tesks
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Estirnate For the Mean, sigma unknown, .. <

Estimate Far the Population Yariance. ..

Estimate For the Propartion, .. <
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Estimate For the Tokal Difference. ..

Regression

Ltilities

About PHSEAL. .
Help For PHSLAE

Intervalll di Confidenza con PHStat

opzioni
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(per y, o non noti)

Un campione casualedin =25hax=50e s =8.
Formare un intervallo di confidenza al 95% per p

*i Uso di PHStat

Estimate for the Me\qn.@ x| A B
" oats L 1 |Confidence Interval Estimate for the Mean
Zonfidence Level: a5 % <
— Inpuk Options I_ 3 Data
& Sample Statistics known 4 Sample Standard Deviation 1]
Sample Size: = 5 |Sample Mean EI]=
Sample Mean: - b Sample Size 25
Sample Std. Deviation: & 7 |Confidence Level 93
™ Sample Statistics Unknown g : _
corpecelRanger | B ‘ o Intermediate Calculations
[F First cell contains label 10 |Standard Error of the Mean 1.0
11 |Degrees of Freedom 24
 Dukpuk Oplions 12 |t Value 2.0R3893137
Tie: | 13 |Interval Half Yidth 3. 302257015
[ Finite Fopulation Caorrection 14
PopulstionSizen | | 15 Confidence Interval
16 |Interval Lower Limit [ 46.70
Help oK Cancel 17 |Interval Upper Limit \ 53.30
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Riepilogo del Capitolo

Introdotto il concetto di Iintervallo di
confidenza

Discusso le stime puntuali

Sviluppato il concetto di iIntervallo di
confidenza

Determinato l'intervallo di confidenza per la
media (0% nota)

Introdotta la distribuzione t di Student

Determinato l'intervallo di confidenza per la
media (o2 non nota)

Determinato l'intervallo di confidenza per la
proporzione
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